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Zadanie 23. Rozwiaz réwnanie:

sinbx — cos2x + sinx = 0.

W rozwigzaniach podobnych zadan czesto korzystamy ze wzordéw trygonometrycznych
z nastepujacych dwoch grup. Po pierwsze mamy wzory na funkcje trygonometryczne
sumy i réznicy katow:

( )
sin(aw — ) = sinacos § — sin [ cos «,
cos(av 4 f3) = cosavcos f — sin asin 3,
cos(a — 3) = cos acos 3 + sin asin 3.

Po drugie, mamy wzory na sumy i réznice funkcji trygonometrycznych:

oz+ﬂcosa—ﬂ

sina + sin § = 2sin

2 2

. . a—f a+f
sina — sin 8 = 2sin 5 008 —5—
COS()z—f—COSﬁ:?COSa;ﬁCOSa;ﬁ,
. a+f . B-a
cosa — cos 3 = 2sin 5 S

Ze wzorow pierwszej grupy tatwo wynikajg wzory na funkcje trygonometryczne podwo-
jonego kata:

sin 2a = sin(a + «) = sin a cos a + sin acos & = 2 sin a cos «,

2 2

cos 2a = cos(a + o) = cosacosa — sinasina = cos” a — sin“ a =

=2cos’a—1=1-2sin’a.

Te wzory mozna uogolni¢ na wigcksze wielokrotnosci kata. Kazdy wzoér mozna zapisaé
na kilka sposobow; szczegdlnie przydatne jest wyrazenie funkcji trygonometrycznych
wielokrotnosci kata za pomoca funkcji sinus lub funkeji cosinus (tam, gdzie jest to
mozliwe). Najpierw wyprowadzimy wzory na funkcje potrojonego kata:

sin 3a = sin(2a + a)) = sin 2a.cos a + sin « cos 2a =

= 2sinacosacosa + sina(l — 2sin o) = 2sina cos? a + sina — 2sin® a =

= 2sina(l —sin? @) + sina — 2sin® @ = 2sina — 2sin® a 4 sina — 2sin® o =
= 3sina — 4sin® o = sin (3 — 4sin a) = sin (4 cos® a — 1),
cos 3o = cos(2a + o) = cos 2a.cos a — sin 2asin v =

3 2

= (2cos’a — 1) cosa — 2sinacos asina = 2cos® a — cosa — 2sin® acos o =

2

=2cos®a —cosa — 2(1 — cos® @) cosa = 2cos® @ — cosa — 2cosa + 2 cos® a =

=4cos®a —3cosa = cosa(dcos® o — 3) = cosa(l — 4sin? ).
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Nastepnie wyprowadzimy wzory na sin 4« i cos4a:

sin4a = sin(2 - 2a) = 2sin2acos 20 = 2 - 2sinacosa - (1 — 2sin? a) =
= 4(sin o — 2sin® ) cos a,

cos 4a = cos(2 - 2a) = cos? 2a — sin? 2a = (1 — 2sin® a)? — (2sinacosa)? =
=1 —4sin?a +4sin* a — 4sin® acos® o =
=1 —4sin® a + 4sin® o — 4sin? (1 — sin® a) =

=1 —4sin? a + 4sin* a — 4sin® o + 4sin* a) = 1 — 8sin® a + 8sin? a.
Wreszcie potrzebny nam bedzie wzér na sin Sa:

sin b = sin(4a + a) = sin4a cos o + sin acos da =

4(sin a — 2sin® @) cos arcos a + sin a(1 — 8sin® a + 8sin* a) =

= 4(sin o — 2sin® @) cos? a + sina — 8sin® a + 8sin’® a =

= 4
(

sina — 2sin® o) (1 — sin® &) + sin a — 8sin® o + 8 sin° o =

sina — sin® @ — 2sin® @ + 2sin® @) + sina — 8sin® a + 8sin® a =

sina — 3sin® a + 2sin® @) + sina — 8sin® o + 8sin® a =

sin o — 12sin® o + 8sin® o + sin o — 8sin® o + 8sin® o =

4
4
=4
4
4
)

sin o — 20sin® o + 16 sin® «.

Powszechnie znane sa wartosci funkcji trygonometrycznych dla kilku katow: 30°, 45°
oraz 60°. Korzystajac ze wzorow na funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katéw

mozemy obliczy¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dla kilku innych katéw. Na przy-
ktad:

V2 V31 V2

sin 15° = sin(45° — 30°) = sin45° cos 30° — sin30° cos45° = — - — — - - — =

2 2 2 2
V-2
_T.

sin 75° = sin(45° + 30°) = sin 45° cos 30° + sin 30° cos 45° =

_V6+v2
2

w\sl
lS
e

N | =

Korzystajac ze wzoréw redukcyjnych mozemy tez obliczy¢:

VE-V2
47
_V6+V2
e

sin 195° = —sin 15° =
sin 255° = —sin 75° =

Teraz przejdziemy do rozwiazywania rownan trygonometrycznych. Zaczniemy od innego
réwnania.

* %
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Zadanie 23a. Rozwigz réwnanie:

sinbx — sin3x + sinx = 0.

Rozwigzanie. Sposéb 1. Przeksztalcamy lewg strone rownania:

5) oL —
sin 5z — sin 3z + sinz = (sin 5z 4 sinz) — sin 3z = 2sin x;mcos x2 T i3z =

= 2sin 3z cos 2x — sin 3x = sin 3z(2cos 2z — 1).

Nasze rownanie ma zatem posta¢ réwnowazna
sin3x(2cos2x — 1) = 0.

Mozliwe sa zatem dwa przypadki.

Przypadek 1. sin3x = 0.
Zatem 3x = n - 180° dla pewnej liczby catkowitej n. Stad otrzymujemy pierwsza serie
rozwigzan:

x =mn-60°,

gdzie n jest dowolnag liczba catkowita. Te rozwigzania mozemy zapisaé takze inaczej:

21 =0°+n-360°,
2o = 60° +n - 360°,
x3 = 120° +n - 360°,
x4 = 180° + n - 360°,
x5 = 240° + n - 360°,
xg = 300° + n - 360°.
Przypadek 2. 2cos2z — 1 = 0.
Zatem cos2x = %, czyli cos2x = cos60°. Stad otrzymujemy nastepne dwie serie roz-
wigzan:
22 = 60° +n-360° lub 2x = 300° + n - 360°,
czyli
x=30°+n-180° lub x = 150°+ n-180°.

Te rozwigzania mozna takze zapisa¢ inaczej:

x7 = 30° +n - 360°,
xg = 210° + n - 360°,
xg = 150° + n - 360°,
x10 = 330° + n - 360°.

Zatem rozwazane réwnanie ma w przedziale (0°,360°) 10 rozwiazan:
0°, 30°, 60°, 120°, 150°, 180°, 210°, 240°, 300° oraz 330°.

Pozostate rozwigzania réznia sie od tych 10 rozwiazan o catkowita wielokrotnosé¢ 360°.
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Rozwigzanie. Sposéb 11. Skorzystamy ze wzoréw wyprowadzonych na poczatku tego
tekstu. Nasze rownanie ma postaé¢ rownowazna:

(5sinz — 20sin® z + 16sin® x) — (3sinz — 4sin® ) + sina = 0,
czyli
16sin° z — 16 sin® « + 3sinz = 0.
Podstawmy t = sin z. Otrzymujemy nastepujace réwnanie piatego stopnia:
16t5 — 16t + 3t = 0,
czyli
t(16t* — 16> + 3) = 0.
Mamy teraz dwa przypadki.
Przypadek 1. ¢t =0, czyli sinx = 0.
Zatem xz = n - 180°, gdzie n jest dowolng liczba calkowita. Te rozwigzania mozemy
zapisa¢ inaczej:
21 =0°+n-360°,
xo = 180° + n - 360°.

Przypadek 2. 16t* — 16t? + 3 = 0.
Otrzymali$émy réwnanie dwukwadratowe. Podstawiamy v = ¢2:

16u* — 16u + 3 = 0.
Obliczamy wyrdznik tréjmianu po lewej stronie:
A=(-16)>—-4-16-3=16-(16 — 12) = 16 - 4 = 64.

Zatem
16-8 1 164+8 3
— oraz = = -.
32 4 O Ty T
Stad otrzymujemy cztery rozwiazania réwnania:

1 1 V3 V3

==, tg=——— oraz ty=——.
27 7 2 T2

Uy =

Mamy zatem osiem rozwiazan réwnania trygonometrycznego:

1

e sinz = —3, czyli sinz = sin(—30°). Wéwczas

x3 = 210° +n - 360°,
x4 = 330° + n - 360°.

e sinx = %, czyli sinx = sin 30°. Wowcezas

x5 = 30° +n - 360°,
xg = 150° + n - 360°.
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e sinx = —‘/75, czyli sinx = sin(—60°). Wowczas

x7 = 240° +n - 360°,
xg = 300° + n - 360°.

e sinx = \/Tg, czyli sinx = sin 60°. Wéwczas

x9 = 60° 4+ n - 360°,
210 = 120° + n - 360°.

Zatem rozwazane réwnanie ma w przedziale (0°,360°) 10 rozwiazan:
0°, 30°, 60°, 120°, 150°, 180°, 210°, 240°, 300° oraz 330°.

Pozostate rozwigzania réznia sie od tych 10 rozwiazan o catkowita wielokrotnosé¢ 360°.

Zadanie 23b. Rozwiaz réwnanie:

sinbx —sin3x — sinx = 0.

Rozwigzanie. Sposéb 1. Przeksztalcamy lewa strone réwnania:

. . . . . : . br—3r Sx+3r
sin b — sin 3z — sinz = (sinbx — sin3z) — sinz = 2sin cos —sinx =

2 2

= 2sinx cos4x — sinx = sinx(2cosdx — 1).

Nasze réwnanie ma zatem posta¢ réwnowazna
sinz(2cosdxr — 1) = 0.

Mozliwe sg zatem dwa przypadki.

Przypadek 1. sinz = 0.
Zatem x = n-180° dla pewnej liczby calkowitej n. Te rozwiazania mozemy zapisaé takze
inaczej:
21 =0°+n-360°,
xro = 180° + n - 360°.

Przypadek 2. 2cosdx — 1 = 0.
Zatem cosdr = %, czyli cosdxr = cos60°. Stad otrzymujemy nastepne dwie serie roz-
wigzan:

4 = 60° +n-360° lub 4z = 300° 4+ n - 360°,

czyli
z=15°+n-90° lub =z =75°+n- 90°.

%
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Te rozwigzania mozna takze zapisaé¢ inaczej:

x3 = 15° 4+ n-360°,
x4 = 105° +n - 360°,
x5 = 195° 4+ n - 360°,
xg = 285° +n - 360°,

x7 =T75°4+n-360°,
xg = 165° +n - 360°,
2o = 255° 4+ n - 360°,
T10 = 345° + n - 360°.

Zatem rozwazane réwnanie ma w przedziale (0°,360°) 10 rozwiazan:
0°, 15°, 75°, 105°, 165°, 180°, 195°, 255°, 285° oraz 345°.

Pozostale rozwiazania rézniag si¢ od tych 10 rozwigzan o catkowita wielokrotnosé 360°.

Rozwigzanie. Sposéb 11. Skorzystamy ze wzoréw wyprowadzonych na poczatku tego
tekstu. Nasze réwnanie ma posta¢ rownowazna:

(5sinz — 20sin® z + 16sin® ) — (3sinz — 4sin® 2) — sina = 0,

czyli
16sin® z — 16sin® z + sinx = 0.

Podstawmy t = sin z. Otrzymujemy nastepujace réwnanie piatego stopnia:
16t° — 16t +t = 0,

czyli
t(16t* —16t% +1) = 0.
Mamy teraz dwa przypadki.

Przypadek 1. ¢t =0, czyli sinxz = 0.
Zatem = = n - 180°, gdzie n jest dowolng liczba calkowita. Te rozwigzania mozemy
zapisac inaczej:

x1 =0°+n-360°,

x9 = 180° +n - 360°.

Przypadek 2. 16t* — 16t + 1 = 0.
Otrzymaliémy réwnanie dwukwadratowe. Podstawiamy u = t2:

16u® — 16u+ 1 = 0.
Obliczamy wyrdznik tréjmianu po lewej stronie:

A=(-16)>—4-16=16- (16 —4) = 16 - 12 = 192.
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Zatem VA = 8/3 i stad
16 -8v3 2—+/3 _16+8V3  2+43

Uy = 39 = 1 oraz Ug = D) = 1
Teraz zauwazamy, ze
2—-v3 4-2V3 3-2V3+1 (V3-1)?
4 8 8 N 8

i podobnie

243 (V3+1)?
4 8
Stad otrzymujemy cztery rozwiazania réwnania:
V3—1  V/6-+2
u = — = —
1 2\/— 4 9
IR
ty = /U = ————
f+¢§
_\/u_2 — _T’
f+\/_
ty = Uz =

Mamy zatem osiem rozwiazan rownania trygonometrycznego:

e sinx = — \/62\/57 czyli sinx = sin(—15°). Wowczas
x3 = 195% +n - 360°,
xq = 345° + n - 360°.

e sinx = ‘/62\/5, czyli sin x = sin 15°. Wéwczas

x5 = 15° +n - 360°,
xe = 165° +n - 360°.

e siny = — \/61”/5, czyli sinz = sin(—75°). Wowczas
x7 = 255% +n - 360°,
xg = 285° + n - 360°.

e sinx = ‘/61\/5, czyli sin x = sin 75°. Wéwczas

T9 = 75° +n - 360°,
T10 = 1050 +n- 3600.

Zatem rozwazane réwnanie ma w przedziale (0°,360°) 10 rozwiazan:
0°, 15°, 75°, 105°, 165°, 180°, 195°, 255°, 285° oraz 345°.

Pozostate rozwigzania réznia sie od tych 10 rozwiazan o catkowita wielokrotnosé¢ 360°.
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Zauwazmy, ze pierwszy sposOb rozwigzania obu réwnan nie réznil sie istotnie. Drugi
sposéb rozwigzania w rownaniu 23b prowadzil do bardziej skomplikowanego réwna-
nia wielomianowego i wymagal znajomosci wartosci funkcji sinus dla katéw 15° 1 75°.
PrzejdZzmy teraz do rozwiazania réwnania z zadania 23. Okaze si¢, ze sposéb drugi
prowadzi do jeszcze wigkszych komplikacji.

Rozwigzanie. Sposéb 1. Przeksztalcamy lewa strone réwnania:

) dT —
sin 5z — cos 2z + sinz = (sin bz + sinz) — cos 2z = 2sin x;xcos x2 T cos2z =

= 2sin 3x cos 2x — cos 2z = cos 2z(2sin3x — 1).

Nasze réwnanie ma zatem posta¢ rOwnowazna
cos2x(2sin3z — 1) = 0.

Mozliwe sg zatem dwa przypadki.

Przypadek 1. cos2zx = 0.
Zatem 2x = 90° + n - 180° dla pewnej liczby catkowitej n. Stad otrzymujemy pierwsza
seri¢ rozwiazan:

x =45 +n-90°,

gdzie n jest dowolng liczba catkowita. Te rozwiazania mozemy zapisaé¢ takze inaczej:
x1 = 45° +n - 360°,
xr9 = 135° +n - 360°,
x3 = 225° +n - 360°,
x4 = 315° +n - 360°.
Przypadek 2. 2sin3z — 1 = 0.
Zatem sin 3x = %, czyli sin 3x = cos 30°. Stad otrzymujemy nastepne dwie serie rozwia-
zan:
3x =30°+n-360° lub 3z =150°+n-360°,
czyli
x=10°+n-120° lub x=50°+n-120°.
Te rozwigzania mozna takze zapisa¢ inaczej:
x5 = 10° +n - 360°,
xe¢ = 130° + n - 360°,
x7 = 250° +n - 360°,
xg = 50° + n - 360°,
xg = 170° + n - 360°,
x10 = 290° +n - 360°.
Zatem rozwazane réwnanie ma w przedziale (0°,360°) 10 rozwiazan:

10°, 45°, 50°, 130°, 135°, 170°, 225°, 250°, 290° oraz 315°.

Pozostate rozwigzania réznia sie od tych 10 rozwiazan o catkowity wielokrotnosé¢ 360°.
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Rozwigzanie. Sposéb 11. Skorzystamy ze wzoréw wyprowadzonych na poczatku tego
tekstu. Nasze rownanie ma postaé¢ rownowazna:

(5sina — 20sin® z + 16sin® 2) — (1 — 2sin® z) 4 sinz = 0,

czyli

16sin® x — 20sin® x + 2sin z + 6sinz — 1 = 0.
Podstawmy t = sin z. Otrzymujemy nastepujace réwnanie piatego stopnia:
16t° — 20t + 22 + 6t — 1 = 0.
Przeksztalémy to rownanie w sposéb réwnowazny:

16t° — 8% — 12¢3 + 6t + 2t — 1 =0,
8t%(2t% — 1) — 6t(2t* — 1) + (2t — 1) = 0,
(2t* —1)(8t> — 6t + 1) = 0.

Mamy teraz dwa przypadki.

[y

Przypadek 1. 2t> —1 =0, czyli t? =
Zatem

5.

V2

t=— lub t= ",
2

[

czyli

sinx = sin(—45°) lub sinz = sin45°.

Stad otrzymujemy cztery serie rozwigzan:

z1 = 45° 4+ n - 360°,
2o = 135° + n - 360°,
75 = 225° + n - 360°,
24 = 315° + n - 360°.

Przypadek 2. 8t3 — 6t + 1 = 0.

OtrzymaliSmy réwnanie trzeciego stopnia, ktére nie ma rozwiazan wymiernych (co
mozna latwo sprawdzi¢). Popatrzmy najpierw na wykres wielomianu stojacego po lewej
stronie réwnania. Zauwazamy, ze ten wielomian ma trzy pierwiastki rzeczywiste (a wiec
nie ma takze dobrych wzoréw na pierwiastki tego wielomianu). Bedziemy mogli jed-
nak domysli¢ sie, jakie liczby sa tymi pierwiastkami. Bedziemy szuka¢ wsrod sinusow
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znanych katow.

tl t2 t3

+-1

Przyblizone wartosci tych pierwiastkow sa réwne:
t1 =~ —0,939692, to ~0,173468 oraz t3~ 0,766044.
Mozna sie przekonaé, ze sa to tez przyblizone wartosci trzech sinusow:
sin(—70°) &~ —0,939692, sin10° ~ 0,173468 oraz sin50° & 0,766044.

Mozna sie przekonaé, ze te trzy sinusy rzeczywiscie sa pierwiastkami rozwazanego wie-
lomianu. Zauwazmy bowiem, ze

8t3 — 6t = —2(3t — 4t3) = —2(3sinz — 4sin® ) = —2sin 3x.
Zatem
8sin®(—70°) — 65sin(—70°) 4+ 1 = —2sin(—210°) 4+ 1 = 2sin210° + 1 =
:—2mﬁm+4:>4~1+1:—1+1:m

2
1
8sin®10° — 6sin10° + 1 = —2sin30° + 1 = —2-5 +1=-1+1=0,
1
8sin® 50° — 6sin50° + 1 = —2sin150° + 1 = —2sin30° + 1= -2 = + 1 =

2
=—1+1=0.

Zatem rzeczywiscie

t1 =sin(—=70°), t2 =sinl1l0° oraz t3 = sin50°.
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Stad dostajemy szes¢ serii rozwigzan.

e sinz = sin(—70°). Wowczas

x5 = 250° +n - 360°,
x¢ = 290° + n - 360°.

e sinx = sin 10°. Wowczas
x7 = 10° +n - 360°,
xg = 170° + n - 360°.

e sinz = sin 50°. Wéwczas
x9 = 50° +n - 360°,
T10 = 130° +n- 360°.

Zatem rozwazane réwnanie ma w przedziale (0°,360°) 10 rozwiazan:
10°, 45°, 50°, 130°, 135°, 170°, 225°, 250°, 290° oraz 315°.

Pozostate rozwigzania réznia sie od tych 10 rozwiazan o catkowita wielokrotnosé 360°.

Uwaga. Na zakonczenie zauwazmy, ze liczba sin 10° jest pierwiastkiem wielomianu trze-
ciego stopnia, ktéry nie ma pierwiastkéw wymiernych. Stad wynika, ze odcinek dlugosci
sin 10° nie jest konstruowalny za pomoca cyrkla i linijki. A wiec kata 10° takze nie
mozna skonstruowaé za pomoca cyrkla i linijki.

* %
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